
Bonyolultságelmélet gyakorlat
Hétfő, 8:30-10:00, 3-719

1. óra, 2024. szept 9.

Emlékeztető/defińıció: Egy U Turing-gép univerzális, ha minden T Turing-gépre U([T ], x) = T (x),
ahol a [T ] a T léırását jelenti. Az x Kolmogorov-bonyolultsága U szerint a legrövidebb (bitekből álló)
program hossza, amire kíırja x-et, azaz KU(x) = min{|p| | U(p) = x}.

1. a) KU(x) ≤ |x|+ c.
b) Pr|x|=n[KU(x) ≥ |x| − c] > 1− 1/2c.

2. Minden U,U ′-re van C, hogy KU(x) ≤ KU ′(x)+C, szóval az U -t ezentúl nem fogjuk kíırni és a K(x)-et
csak addit́ıv konstans erejéig definiáljuk.

3. Mennyi az alábbi szavak Kolmogorov-bonyolultsága?
a) 0101 . . . 01. (2n hosszú.)
b) 11 . . . 1. (2n db.)
c) Az n. pŕımszám.

4. Mutassuk meg Kolmogorov-bonyolultsággal, hogy a k. pŕımre pk = O(k).

5. Bizonýıtsuk be Kolmogorov-bonyolultsággal, hogy egy véletlen gráfban az átmérő nagy valósźınűséggel
kettő.

6. Bizonýıtsuk be Kolmogorov-bonyolultsággal, hogy van olyan tournament (teljes iránýıtott gráf), amiben
nincs 3 log n méretű tranzit́ıv résztournament (ha a → b és b → c, akkor a → c).

7. Igaz-e, hogy ha x az y első néhány jegye, akkor K(x) ≤ K(y)?

8. Minden n hosszú x-hez van y, ami legfeljebb egy helyen tér el tőle és K(y) ≤ n− log n.

9.* Van-e olyan végtelen x sorozat, aminek bármely első n jegyére igaz, hogy K(x1 . . . xn) ≥ n− log n−C
valamely C konstansra?

10. a) Van olyan c, hogy semmilyen x-ről nem bizonýıtható, hogy c ≤ K(x). (Ha az axiómarendszer
axiómái rekurźıven felsorolhatóak és c függhet az őket felsoroló Turing-géptől meg a K defińıciójánál
használt U -tól.)
b) Mutasd meg, hogy arra is kaptunk egy bizonýıtást közben, hogy eldönthetetlen, hogy egy Turing-gép
megáll-e.
c) ** Van olyan TG, ami minden x bemenetre kíır egy L(x) ̸= K(x) számot, amire L(x) ≤ |x| és
lim|x|→∞ L(x) → ∞? (Nem tudom van-e.)

11.*? Bizonýıtsuk be Kolmogorov-bonyolultsággal a Lovász lokál lemma alábbi verzióját. Létezik c > 0,
hogy ha adva van néhány n méretű klóz úgy, hogy minden változó legfeljebb c2n/n darab klózban szerepel,
akkor minden klóz egyszerre igazzá tehető.

Tipp:Induljunkkiegytetszőlegesértékadásbólésamı́gvan,jav́ıtsunkmegegyrosszklóztésazezáltal
rosszátettszomszédokat.Egyjav́ıtólépés,hogyegyklóznváltozójánakújértéketadunkegyKolmogorov-
véletlenxsorozatból.Haegyjav́ıtássorozattúlsokáigtartana,akkorxnemlenneKolmogorov-véletlen.

A jav́ıtott feladatsorok elérhetők a https://domotorp.web.elte.hu/teaching/bonyelm24/ ćımen.


